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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία σχολικό βιβλίο, σελίδα 262. 
Α2. Θεωρία σχολικό βιβλίο, σελίδα 141. 
Α3. Θεωρία σχολικό βιβλίο, σελίδα 246. 
Α4. α) Λ, β) →Σ , γ) →Λ , δ) Σ,  ε) → Σ 
 
 
ΘΕΜΑ Β 
 
Β1  Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  ως ρητή. 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2 2 2 2 3

2 22 2 2

1 1 2 1 2

1 1 1

x x x x x x xx
f x

x x x

′ ′′ ⋅ + − ⋅ + ⋅ + − 
= = = = 

+  + +
 

( ) ( )

3 3

2 22 2

2 2 2 2

1 1

x x x x

x x

+ −
= =

+ +

. 

Προκύπτει ο παρακάτω πίνακας µεταβολών 
 

‘

 
 
 
Έτσι προκύπτει ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ],0−∞ , γνησίως αύξουσα στο 

[ )0,+∞  ενώ παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 0, το ( )0 0f = . 

 



Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÏ
 
Ä
ÉÊ
Á
ÉÏ
Õ
Ë
Á
Ê
Ï
Ó

Ê
Á
Ë
Á
Ì
Á
Ô
Á

 2

Β2. 
2 2 2 2

2 2 2 4

(2 ) ( 1) 2 ( 1)2
( )

( 1) ( 1)

x x x xx
f x

x x

′ ′  + − +   ′′ = = = + + 
 

2 2 2 2 2 2 2

2 4 2 4

2( 1) 2 2( 1) 2 2( 1) 8 ( 1)

( 1) ( 1)

x x x x x x x

x x

+ − ⋅ + ⋅ + − +
= =

+ +

 

( )2 2 22 2 2

2 4 2 4

( 1) 2 2 8( 1) 2( 1) 8

( 1) ( 1)

x x xx x x

x x

  + + −+ + − = =
+ +

 

2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 4

( 1)(2 6 ) 2( 1)(1 3 ) 2( 1)(1 3 )(1 3 )
.

( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x x

x x x

+ − + − + − +
= = =

+ + +

 

3 3
( ) 0 ή

3 3
f x x x′′ = ⇔ = − =  

 

‘‘

 
 

3 3
( ) 1/ 4 ( ) 1/ 4

3 3
F F− = =  

 

Προκύπτει ότι η  f  είναι κοίλη στα  
3 3

( , ][ , )
3 3

−∞ +∞ , είναι κυρτή στο 
3 3

,
3 3

 
− 
 

, 

ενώ παρουσιάζει Σ.Κ. στις θέσεις  1 2

3 3
,

3 3
x x= − = . 

 

Β3 ( )
2 2

2 2
1lim lim lim

1x x x

x x
f x

x x
→±∞ →±∞ →±∞

= = =

+

. 

Άρα η f έχει οριζόντια ασύµπτωτη την ευθεία 1y =  και στο +∞  και στο −∞ . 
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Β4  
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Έστω 
2 2( ) 1,xK x e x x= − − ∈ℝ  

0(0) 1 0K e= − =  

( )
2 2

( ) 2 2 2 1 ,x xK x x e x x e x′ = ⋅ − = − ∈ℝ  

( ) 0 0K x x′ = ⇔ = . 

Η συνάρτηση g(x) = ex είναι αύξουσα στο  �, άρα για κάθε ( ,0) (0, )x∈ −∞ +∞∪  

είναι: 
2 2 22 00 1 1 0x x xx e e e e> ⇔ > ⇔ > ⇔ − >  

Έτσι προκύπτει ο επόµενος πίνακας µεταβολών: 
 

‘

 
 
Άρα για κάθε ( ,0) (0, )x∈ −∞ +∞∪ είναι Κ(x) > 0, ενώ Κ(x) = 0 ⇔ x = 0. ∆ηλαδή η 
εξίσωση Κ(x) = 0 έχει µοναδική λύση την x = 0. 
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Γ2  Για ( ) ( ),0 0,x∈ −∞ ∪ +∞ : ( ) ( )
22 2 1 0xf x e x= − − ≠ , λόγω του ερωτήµατος Γ1. 

Έτσι η f είναι συνεχής σε κάθε ένα από τα ( ),0−∞ , ( )0,+∞  και δεν µηδενίζεται σε 

αυτά, άρα διατηρεί σταθερό πρόσηµο. 

• Για ( )0,x∈ +∞ : ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22 21 1 0x xf x e x f x e x− − − ⋅ + − − =   (1) 

Αν ( ) 0f x > , τότε επειδή 
2 2 1 0xe x− − > , από την (1) προκύπτει ότι  

( ) ( ) ( )
2 22 21 0 1x xf x e x f x e x− − − = ⇔ = − −  

Αν ( ) 0f x < , τότε επειδή το ( )
2 2 1 0xe x− − − < , από την (1) προκύπτει ότι  

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 21 0 1x xf x e x f x e x+ − − = ⇔ = − − − . 

 
• Για ( ,0)x∈ −∞  

Αν f(x) > 0, τότε από την (1) 
2 2( ) 1xf x e x= − −  

Αν f(x) < 0, τότε από την (1) ( )
2 2( ) 1xf x e x= − − −  

Για x = 0 είναι f(0) = 0. 
Έτσι προκύπτει ότι 

α) 
2 2( ) 1,xf x e x x= − − ∈ℝ  ή 

β) ( )
2 2( ) 1 ,xf x e x x= − − − ∈ℝ  ή 

γ) 
( )

2

2

2

2

1, 0
( )

1 , 0

x

x

e x x
f x

e x x

 − − ≥
= 

− − − <

 ή 

δ) 
( )

2

2

2

2

1 , 0
( )

1, 0

x

x

e x x
f x

e x x

− − − ≥
= 
 − − <

 

 

Γ3. 
2 2( ) 1,xf x e x x= − − ∈ℝ  

( )
2 2

( ) 2 2 2 1x xf΄ x xe x x e= − = −  

( )
2 2 2 22( ) 2 2 2 2 2 1 4x x x xf΄΄ x e xe x e x e= + ⋅ − = − + ⋅  

Προκύπτει ότι (0) 0,f΄΄ =  ενώ επειδή στο ερώτηµα Γ1, αποδείχθηκε ότι  
2

1 0,xe − >  για κάθε x ∗

∈ℝ . Είναι  ( ) ( )( )0 0f x f x ′
′′ ′′> ⇒ > στο *

ℝ , ενώ 

( )0 0f ′′ = . Άρα η f ′ είναι γνησίως αύξουσα  στο ℝ , άρα f κυρτή. 

 
Γ4. Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( )( ) 3 ,g x f x f x x= + − ∈ℝ  

Είναι 
( ) ( )

( ) ( )

( )

3
( ) 3 3 3 ( ),

( 3)

όπου , 3 .

f΄ x f΄ x
g΄ x f ΄ x f΄ x f ΄΄

x x

x x

ξ

ξ

+ −

= + − = =

+ −

∈ +
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Άρα ( ) 0,g΄ x >  για κάθε [ )0, ,x∈ +∞  λόγω του Γ3. 

Η  g (x)  εποµένως είναι γνησίως αύξουσα στο [ )0, ,+∞  άρα και 1-1. 

Η δοθείσα εξίσωση τώρα γράφεται ( )ηµ ( ).g x g x=  

Αφού είναι 1-1, προκύπτει ότι [ ) [ )ηµ , 0, ηµ , 0,x x x x x x= ∈ +∞ ⇔ = ∈ +∞ . 

Η ισότητα αυτή ισχύει µόνον όταν  x = 0  (σχολικό βιβλίο σελ. 170). 
 
 
ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0

f x f x x dx f x x dx f x x dx
π π π

ηµ π ηµ ηµ π′′ ′′+ ⋅ = ⇒ ⋅ + ⋅ = ⇒∫ ∫ ∫  

⇒

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0
0 0

0 (1)

f x x dx f x x dx

x f x x f x dx f x x f x x dx

f f

π π

π π

π π

συν ηµ π

συν συν ηµ συν π

π π

′′ ′⋅ − + ⋅ = ⇒

′ ′ ′   − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⇒   

⇒ + =

∫ ∫

∫ ∫  

Είναι ( )
( )

0 0
1 0 0lim lim

x x

f x
f x x

x
ηµ

ηµ→ →

 
= ⋅ = ⋅ = 

 
. 

Αφού f συνεχής στο ( ) ( )
0

0 0 0lim
x

x f f x
→

= ⇒ = = . ∆ηλαδή ( )0 0f = . 

Άρα από (1) ( )f π π⇒ = . 

Έχουµε 
( ) ( )0 ( ) ( ) ( ) 1

0

f x f f x f x x f x
xx x x x x

x

ηµ

ηµ ηµ

ηµ

−

= = ⋅ = ⋅

−

,  0x ≠ . 

Είναι 
( )

0

1 1
1 1lim

1x

f x
xx

x
ηµ

ηµ

→

 
 
 ⋅ = ⋅ =
 
 
 

, άρα 
( )

0

(0)
1lim

x

f x f

x→

−

=  

∆ηλαδή ( )0 1f ′ = . 

 
∆2 α) Από την σχέση ( )( ) ( )f x xe x f f x e+ = +  παραγωγίζοντας έχουµε 

( )( ) ( ) 1 ( ) ( ) (2)f x xe f x f f x f x e′ ′ ′+ = + ΄ 

Έστω ότι η  f  παρουσιάζει ακρότατο σε κάποιο 0x ∈ℝ . Τότε από Θ. 

Fermat 0( ) 0 (3)f x′ =  

Από (2) για x = x0 έχουµε: 

( )0 0 0( )
0 0 0 0( ) 1 ( ) ( ) 1 0f x x xe f x f f x f x e e x′ ′ ′+ = + ⇒ = ⇒ = . 
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Εποµένως θα είναι (0) 0f ′ = , άτοπο διότι (0) 1f ′ = . 
Άρα η  f  δεν παρουσιάζει ακρότατα. 

 

β) Αφού η  f  δεν παρουσιάζει ακρότατα στο � και είναι παραγωγίσιµη θα είναι 

( ) 0f x′ ≠ , x∈ℝ . Όµως η f ′  είναι συνεχής αφού η  f  είναι δύο φορές 
παραγωγίσιµη άρα διατηρεί σταθερό πρόσηµο. Είναι 

(0) 1 0 ( ) 0,f f x x′ ′= > ⇒ > ∈ℝ  δηλαδή η  f  είναι αύξουσα στο �. 
 
∆3. Αφού  f  συνεχής και γνησίως αύξουσα θα έχει σύνολο τιµών το 

                        
( ) lim ( ), lim ( )

x x

f R f x f x
→−∞ →+∞

 =  
 

. 

Όµως 
           

( ) lim ( ) .
x

f R R f x
→+∞

= ⇒ = +∞  

΄Εχουµε 
ηµ συν ηµ συνηµ συν 2

( ) ( ) ( ) ( )

x x x xx x

f x f x f x f x

+ ++
= ≤ ≤  

και αφού  f  αύξουσα, για 0 ( ) (0) ( ) 0.x f x f f x> ⇒ > ⇒ >  

Έτσι 
ηµ συν 2 2 ηµ συν 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x x x

f x f x f x f x f x

+ +
≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Είναι 
2

lim 0
( )x f x→+∞

=  αφού lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  και 
2

lim 0
( )x f x→+∞

− = . 

Άρα από κριτήριο παρεµβολής θα είναι 
ηµ συν

lim 0
( )x

x x

f x→+∞

+
= . 

 

∆4 Θέτω 
1

ln x u dx du
x

= ⇒ ⋅ =   

Για 11 ln1 0x u= ⇒ = =  

Για 2 lnx e u eπ π

π= ⇒ = =  

Έτσι 
( )

( )
1 0

lne f x
dx f u du

x

π
π

=∫ ∫   

Αρκεί να δείξουµε ότι ( ) 2

0

0 f u du
π

π< <∫  (1) 

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο [ ] ( ) ( ) ( )0, 0f f x fπ π⇒ ≤ ≤   

(η ισότητα ισχύει   µόνο για x π=  και για 0x = ) 

( ) ( ) 0f x f xπ π⇒ ≤ ⇒ − ≥ , [ ]0,x π∈ ⇒  

( )( )
0

0f x dx
π

π⇒ − >∫  (γιατί η ( )f xπ −  δεν µηδενίζεται παντού στο [ ]0,π )⇒  
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( ) ( )2

0 0 0

0dx f x dx f x dx
π π π

π π⇒ − > ⇒ >∫ ∫ ∫   (2) 

Οµοίως ( ) ( ) ( )
0

0 0 0f x f f x dx
π

≥ = ⇒ >∫   (3) 

Από (2), (3) ( ) 2

0

0 f x dx
π

π⇒ < <∫  δηλαδή ισχύει η (1). 

 
 
 


